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附录：引理和证明

本附录为第一部分介绍了命题和定理证明需要的引理，第二部分为本文的命题和定理的

证明。

（一）附录 A：引理

引理 1 假设 nZ 是一个随机序列，如果
2 ( )vnEZ O n ，其中 v 是一个常数，那么

/2( )v
n pZ O n 成立。

引理 1常常用于计算随机序列的数量级数，该引理在 Baltagi 等(2011)的附录中给出。

引理 2令 iz ， 1,2, ,i n  为 T 维随机向量。对于每个 iz 中的的元素都满足 0itEz  ，
2( ) 1itE z  ，并且

4( ) 3itE z     。对于任意的T T 维矩阵，我们可以得到：

(a) '( ) ( )i iE z z tr   ;

(b) ' 2 2( ) ( )i jE z z tr   ;

(c) ' 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) ( )i iE z z tr tr tr        ;

(d) ' 4 2 2 4 2 2 4

1 1
( ) 3 ( ) 6 ( ) 6 ( ) n n

i j iji j
E z z tr tr tr a

 
            ，这里 ija 是矩阵

中第 i行第 j列的元素；

(e) ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( )i j i jE z Az z Bz tr A tr B tr AB tr A B     .

引理 2直接从 Chen等(2010)的附录中得到，所以这里我们省略了证明过程。

引理 3 在假设 1-3 和原假设条件下，可以得到：

(a)
1 1

2 ' 2
2 2

2 1 2 1

1ˆ ( )
n i n i

ij i j p
i j i j

ns v v O
T T

 

   

    
 

    ;

(b)
1 1

3 3
2 1 2 1

' '1 1ˆ ˆ
n i n i

ii jj i j p
i j i

i
j

j
ns s v v v v O

T T T

 

   

    
 

      .

引理 4 定义

21
' ' '

2 3
2 1

1 1n i

NT i j i i j j
i j

t v v v v v v
T T



 

     
   

 ，
21

' ' '
2 3

2 1

1 1ˆ
n i

NT i j i i j j
i j

t v v v v v v
T T



 

     
   

       .

在假设 1-3 和原假设条件下，可以得到：

(a)  
1

2 2
3

2 1

1ˆ
n i

NT NT i j
i j

TE t t
T

 


 


   ;

(b)  
2 3

3 4N̂T NT p p
n nVar t t O O
T T
   

     
   

。

引理 5 在假设 1-3 和原假设条件下，当 ( , )n T 时，可以得到： ˆ 0.p
NT NT  

引理 6 在假设 1-3 和原假设条件下，可以得到：

(a)  
3 1

* 2 2
5

2 1

( 1)ˆ
n i

NT i j
i j

TE t
T

 


 


  ;
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(b)  
3

*
5N̂T p
nVar t O
T
 

  
 

。

引理 7 在假设 2-3 和原假设下，当 ( , )n T  ,我们有

(0,1)dSchott N .

引理 3—7的证明在补充附录里, 请联系作者提供。

（二）附录 B：命题和定理的证明

1.命题 1 的证明。

利用引理 4和切比雪夫引理，可以证明：

1
2 2

3 2
2 1

1ˆ
n i

NT NT i j p p
i j

T n n nt t O O
T TT T

 


 

  
           

 .

利用命题 1和引理 5，可以得到：

  **

1

ˆˆ
ˆ

NT NT NTNT NT NT
n

NT NT NT NT

t t tt t tT Schott B
   

 
      .

首先，我们考虑分子项。当 ( , )n T 时，分子项变为：

  *

1
2 2

3 3 2
2 1

2

ˆ

1 1

.

NT NT NT

n i

i j p p
i j

p p

t t t

T T n n nO O
T T TT T

n n nO O
TT T

 


 

 

                   
           



接下里我们考虑分母项：

NT p
nO
T

    
 

.

根据以上结果，容易证明：

1
1

n p p
nT Schott B O O
TT

             
.

2.命题 2 的证明。

当 ( , )n T 时，根据引理 6，可以得到：

* *

3 2 1
2 2

5 2
2 1

2 1
2 2

5 2
2 1

ˆ

( 1) ( 1)

2 3 1

(1).

NT NT

n i

i j p
i j

n i

i j p
i j

p

t t

T T T n nO
T T T

T T n nO
T T T

o

 

 



 



 



   
    

 
   

    
 






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因此，我们可以得到 * *ˆ 0p
NT NTt t  。 从引理 5,我们有 ˆ p

NT NT  。利用以上结论，我们

可以得到 2 1
pB B 。

3．定理 1的证明。

根据 (0,1)dSchott N ,   1nBCSchott Schott T Schott B    以及命题 2，当 ( , )n T  并

且 nc c 时，我们可以得到：

1 (0,1).d
p p

nBCSchott Schott O O N
TT

            

4.定理 2 的证明。

根据   2bc nSchott TS Schott B    , (0,1)dSchott N 和命题 2，当 ( , )n T  并且

nc c 时，我们可以得到

(0,1).d
bc NS 
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